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Резюме. В настоящей работе градиентный алгоритм применяется для некоторых 

задач распознавания образов. Предлагается несколько вариантов градиентного 

алгоритма. Показывается, что градиентный алгоритм позволяет построить 

комитетное  решение. Кроме того, с помощью градиентного алгоритма, предлагается 

способ построения эталонного образа.   
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1. Введение.  
Исследование распознавания образов является актуальной задачей (см., 

напр., [1, 15]). Во многих случаях  образ является дискретным множеством. 

Поэтому задача распознавания образов часто является задачей дискретной 

оптимизации (см., напр., [15]). Для решения этой задачи  применяется прямой 

и двойственный градиентный алгоритм.  Отметим, что эти алгоритмы 

успешно применяются для добычи нефти газлифтным способом [4,2,7], где 

при определении гидравлического сопротивления в подъемнике, т.е. на 

насосно-компрессорных трубах,  авторы  [2,8] предлагают использование 

метода ортогонализации Грамм-Шмидта, которое дает более хороший 

результат [9,10,12].  

Показано, как можно с помощью градиентного алгоритма построить 

эталонный образ. Кроме того, в терминах гарантированной оценки найдены 

условия, когда полученное решение является комитетным решением. 

Пусть в пространстве признаков задан образ 
1{ ,..., }mX x x . 

Элементы, как обычно, называют изображением. Каждому изображению 

сопоставлен вес ( ), 1,...,i if x i m . Требуется найти подмножество 

изображений,  в которых имеется наибольший суммарный вес. 

 В данной работе  эта  задача сводится к решению задач 

целочисленного программирования и применяется прямой и двойственный 

градиентный алгоритм для решения этой задачи. Анализируется точность 

этих алгоритмов. Кроме того, найдены условия, когда полученное решение 

является комитетным решением.  

                                                 
* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики  23.05.2017 
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Следует отметить, что решение называется комитетном [1, 15], если 

это решение распознает строго больше половины признаков.  В терминах 

гарантированных оценок это означает, что погрешность градиентного 

алгоритма строго меньше 1/2.  

 

2. Постановка задачи.  
 

Рассматривается следующая задача А: найти 

1

1

max{ ( ) ( ) : ( ,..., ) , }
n

i i n
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f x f x x x x D X n m
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)(xf  - неубывающая функция на множестве D , 

,),...,( 1

n

n Zxxx  )(,),...,( 1

nnn

n ZRR    - множество n мерных 

действительных (целочисленных) неотрицательных векторов, 

}.10:),...,({ 1 илиxxxxB in

n 
 

Хорошо известно, что для точного 

решения задачи А неизвестны эффективные точные методы [11,14]. Поэтому 

для решения этих задач применяются локальные (градиентные) алгоритмы с 

гарантированной оценкой ( см., например, [4, 6, 11,14,16]).  В работе для 

решения задачи А предлагается прямой и двойственный градиентный 

алгоритм. Проводится сравнительный анализ двойственного и прямого 

градиентного алгоритма на примерах.  

Рассмотрим несколько подходов  классификации в задачах распознавания 

образов.  Пусть ,),...,( 1

n

n Bxxx  т.е. ),...,( 1 nxxx  n - мерный 

булевой  вектор. Обозначим через 
1

n

i

i

x x


  норму вектора ),...,( 1 nxxx  . 

Хеммингово расстояние ),( yxH  (см., напр.,  [14]) между векторами 

,),...,( 1

n

n Bxxx  n

n Byyy  ),...,( 1  как обычно,  определяется 

следующим образом 





n

i

ii yxyxH
1

),( . 

 Пусть заданы классы 21, KK  и пороговое число L . Если Lx  , то 



А.Б. РАМАЗАНОВ, Е.В. МАМЕДОВА: ПРИМЕНЕНИЕ ГРАДИЕНТНОГО АЛГОРИТМА … 

 219 

1Kx . Если Lx  , то 2Kx . Пусть заданы классы 21, KK  и пороговое 

число M . Если ( , )H x y M , то 1Kx . Если MyxH ),( , то 2Kx , где 

),...,( 1 nyyy   эталон (например, заданный априори,  по опыту, 

алгоритмически и т. др.) 

 

3. Алгоритмы 

Опишем двойственный градиентный алгоритм для  задачи А. Пусть 

),,...,( 1

i

n

ii eee  где kiee i

k

i

i  ,0,1 , т.е. 
ie  i - й единичный n -мерный 

орт. 

Шаг 1. Полагаем },...,1{,0),1,...,1(),...,( 00

1

0 nNtxxx n  . 

Шаг 2. Находим  
1 ( )( ) argmin{ / 2 : }, , \{ ( )}t t t i t

i i i i
i

i t c x i N x x e N N i t         . 

Шаг 3. Если Dx t 1
, то переходим к шагу 4. Иначе принимаем 1 tt  и 

переходим к шагу 2. 

Шаг 4. Конец. 

В результате работы этого алгоритма полученное решение обозначим 

через 
dx . Следуя терминологии из [12,14] решение 

dx  будем называть 

двойственным градиентным решением задачи А.  

Если 2/nxd  , то 
dx , следуя терминологии из [1, 15],  будем 

называть комитетным решением задачи А. Другими словами, двойственный 

градиентный алгоритм позволяет распознавать строго больше половины 

изображений. 

  Градиентное  решение (т.е. полученное с помощью градиентного 

алгоритма покоординатного подъема [см., напр., [12,6, 14,16]), полученное с 

помощью следующего алгоритма, обозначим  через 
gx . 

Шаг 1. Полагаем 
0 0 0

1( ,..., ) (0,...,0), 0, {1,..., }nx x x t N n    . 

Шаг 2. Находим  
1 ( )( ) argmax{ / 2 : }, , \{ ( )}t t t i t

i i i i
i

i t c x i N x x e N N i t         . 

Шаг 3. Если   }:},...,2,1{{),( 11 DexniDxfes itt
, то переходим к 

шагу 4. Иначе принимаем 1 tt  и переходим к шагу 2. 

Шаг 4. Конец. 

 Опишем  еще один двойственный градиентный алгоритм  для  задачи 

А. 

Шаг 1. Полагаем },...,1{,0),1,...,1(),...,( 00

1

0 nNtxxx n  . 

Шаг 2. Находим  
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1 ( )2 2
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t t i ti i i i
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     
     

 
. 

Шаг 3. Если Dx t 1
, то переходим к шагу 4. Иначе принимаем 1 tt  и 

переходим к шагу 2. 

Шаг 4. Конец. 

 В результате работы этого алгоритма полученное решение обозначим 

через 
ddx . 

 Другим применением градиентного алгоритма в задачах 

распознавания может быть использование гарантированной оценки. Пусть 

*x оптимальное решение задачи А. Как обычно, под гарантированной 

оценкой погрешности градиентного алгоритма решения задачи А понимается 

такое число 0 , что  
*

*

( ) ( )

( ) (0)

gf x f x

f x f






. 

 Известно (см., [12,16]), что в наихудшем случае  

                                               (1 1/ )rh   ,                                                        (1) 

где 

1 1max{ ... : ( ,..., ) }n nh x x x x x D     , 

1 1min{ ... : ( ,..., ) \ }n

n nr x x x x x Z D     . 

Причем, оценка (1) улучшаема [16]. 

Пусть заданы классы 21, KK  и пороговое число L .   

гарантированные оценки прямого градиентного алгоритма для задачи А.  

Если L , то 1Kx g  . Если L , то 2Kx g  .  

Градиентный алгоритм может быть применен и для построения 

эталона. Пусть mAA ,...,1  различные модификации градиентного алгоритма. 

mAA
xx ,...,1  - решения, построенные с помощью этих алгоритмов и 

)(),...,( 1 mAA   гарантированные оценки алгоритмов mAA ,...,1 . 

Тогда находим  km AAA
xxx },...,max{ 1 . Решение kA

x  объявляем 

эталоном. Аналогично находим, что )()}(),...,(min{ 1 qm AAA   . Тогда  

решение  
qA

x объявляем эталоном. Приведем примеры. 

 

4. Примеры.  

Пример 1. Пусть  
2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( , ) 3 2 max, , 2,f x f x x x x x x x D n         
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1 2 1 2 1 2{ ( , ) : 1, , 0 1}D x x x x x x x      . 

Тогда с помощью прямого градиентного алгоритма покоординатного 

подъема имеем )0,1(gx . И из двойственного алгоритма получаем 

)1,0(dx . Отметим, что для этой задачи оптимальное решение равно 

gxx  )0,1(*
. Так как 1 gd xx , то ,dx gx  не является комитетным 

решением для задачи  A.           

 

 Пример 2. Пусть  

                       
2 2 2

1 2 1 2 3 1 2 3( ) ( , ) 3 2 3 max, , 3,f x f x x x x x x x x x D n           

1 2 3 1 2 3 1 2{ ( , , ) : 2, , 0 1}D x x x x x x x x x       . 

Тогда с помощью прямого градиентного алгоритма покоординатного 

подъема, имеем (1,0,1)gx  . Из двойственного алгоритма, находим  

(1,0,1)dd dx x  . Так как 2 / 2 1.5dd gx x n    , то ,ddx gx   является 

комитетным решением для задачи A.  

Пример 3. Пусть  

3/1},10,,,332:432)(max{ 321321321  Lxxxxxxxxxxf . 

Тогда  
* *(0,0,1), (1,1,0), ( ) 4, ( ) 5, 2, 1g gx x f x f x h r      . 

Из (1), имеем 3/12/1)2/11(  . То есть, 2Kx g  .  

          Пример 4. Пусть рассматривается задача 

                    
2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( , ) 3 2 max, , 2,f x f x x x x x x x D n         

1 2 1 2 1 2{ ( , ) : 1, , 0 1}D x x x x x x x      . 

Тогда с помощью прямого градиентного алгоритма покоординатного 

подъема имеем )0,1(gx . Из двойственного алгоритма находим )1,0(dx . 

Тогда 1 dddg xxx . Поэтому любое из этих решений может быть 

принято эталоном.  
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ABSTRACT  

 
In this work the gradient algorithm is applied to some problems of recognition of 

images. Several options of a gradient algorithm are offered. It is shown that the gradient 

algorithm allows to construct the committee solution. Using the gradient algorithm we 

propose the method for constructing a reference image. 

            Keywords:  gradient, image, algorithm, errors, standard.      
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